切贝谢夫不等式：
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第一次给出了方差与概率的关系。以均值为中心，以任给的实数为半径，则落在此半径外的概率与方差成正比。

切贝谢夫不等式可以在分布未知的情况下估计一个事件的概率。

对连续型随机变量的证明：
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大数定律

大数定律要描述的是这样一件事，假设ξ1,ξ2,…,ξn,…为一系列相互独立同分布的期望和方差都存在的随机变量，这对应于在同样条件下反复试验得出的一系列的随机变量，那么，如果将前n个求算术平均值，得
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，那么，当n趋向于无穷大时，此算术平均值将趋向于一个常数，这个常数正是各个随机变量的期望值。

本来这个结论是从实践中得来的，因此叫定律。但后来在建立概率论的公理化体系之后也可以证明它，因此也就叫做大数定理。

但是，在数学上解决概率论的“趋向于”这个词时，传统的数学分析中的“收敛”的概念发生了困难。传统的数学分析中是这样描述一个数列{a1,a2,…,an,…}的极限的，如果此数列有极限a，则任给一非常小的正数ε，存在着一个非常大的自然数M，使得当n>M时，有

|an-a|<ε. 

但是这个办法对于概率论中的随机变量不灵。因为，找不到这样一个大的自然数能够满足这一点。比如说掷硬币试验，当掷的次数趋向于无穷时，“正面向上”的频率是应当趋向于0.5的，可是无论你掷多少次硬币，比如说十万次，那么从理论上讲，这十万次试验次次正面向上的可能性是存在的。这样就找不到一个大的自然数M，敢保证在试验次数超过M之后，发生频率与0.5的概率之差小于任给的一个小的正数ε.

因此数学家们提出了种种“收敛”的新定义来解决概率论中的这个问题。其中依概率收敛就是一种。

还是来看上面的问题，假设ξ1,ξ2,…,ξn,…为一系列相互独立同分布的的随机变量，Eξi=μ,Dξi=σ2, i=1,2,…, 令
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可见n个同样分布的随机变量取平均之后的算术平均值的方差小了n倍，那样，当n趋向于无穷时，平均值的方差将趋向于0，而只有常数的方差才是零。因此，将一系列方差趋向于零的随机变量称为是均方收敛的。

此外，在任给一个小的正数ε的条件下对ηn套用切贝谢夫不等式
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，就可以得到
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由此反过来得到书上的依概率收敛的定义。

即
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而在上面的证明过程中并未利用到分布的信息。因此定理可改为任何一列期望和方差一样的相互独立的随机变量ξ1,ξ2,…,ξn,…上式成立。还可以将条件再改一下，让这一列随机变量的方差不要一样，只要都小于某个常数l就行，就得到书上的一般的定理。

中心极限定理

中心极限的定理是说，如果有一系列的随机变量，大小都差不多，相互独立，则无论它们各自的分布是什么，是离散的还是连续的，只要将它们加在一起，就近似服从正态分布。当随机变量的个数趋向于无限多时，这个结论也将趋向于严格成立。

当然，一系列独立同分布的随机变量就更是如此。

那么，这样加起来的正态分布的随机变量的均值，就是各个随机变量的均值之和，方差也是各个随机变量的方差之和。

也就是说，假设ξ1,ξ2,…,ξn为一组相互独立的随机变量，它们的均值分别为Eξ1=a1,Eξ2=a2,…,Eξn=an, 方差分别为Dξ1=σ21,Dξ2=σ22,…,Dξn=σ2n，当然就有
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即近似有
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变换为标准正态分布，即近似有
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或写成近似式
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比如说，服从二项分布的随机变量就可以看作是n个0-1分布的随机变量之和，因此当n很大时，二项分布近似也象是正态分布。

例如，假设掷硬币试验，p=0.5, n=20, 计算出的概率分布图如下图所示：
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